CAPITOLO 2

Trasformate di Laplace

2.1 Trasformate

Richiami teorici

La trasformata di Laplace unilatera & la funzione X (s) : R — R definita come

+oo
X(s) = L[2(t)](s) = / w(t)e"tdt
0
dove l'insieme o, = inf{s: s € dom(X)} & detta ascissa di convergenza.

Si dimostrano di seguito le proprieta della trasfromata unilatera.

Linearita

Llaz(t) + by(t)](s) = aX (s) + bY (s)
se a,b € R ese s >maz{oy, ay}.
La dimostrazione ¢ immediata e segue dalla proprieta di linerita dell’integrale.

Traslazione
Llz(t —a)u(t —a)](s) = e~ X (s)

seac€Res>a,

+o0
Llz(t — a)u(t — a)](s) = / z(t —a)e *'dt ponendo t=r+a

+o0 too
z/ z(r)e”rtsdr = efsa/ z(r)e”"*dr
0 0
=e ¥ X(s)
Modulazione

Lle®z(t)](s) = X (s — a)

cona€Res>a+a,
Per definizione infatti si ha

+00 +oo
Lle™z(t)](s) = / e z(t)e stdt = / z(t)e” =DMt = X (s — a)
0 0
per ogni s > a + a,

17
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Scalamento

con a > 0 per ogni s > acy
Infatti

“+o0 1 “+oo 1 s

_ —st _ . - —sr/a _ - -
Lz(at)](s) = / x(at)e™*"dt ponendo t=r/a si ha / x(r)e dr = X( )

0 a fo a \a

per ogni s > aqy
Derivazione rispetto ad s

d
— X (s) = Llt(t)])(s)

per ogni s > .
Poiché ¢ possibile dimostrare che ¢ lecito scambiare ’ordine tra derivazione ed integrazione si ha:

X'(s) = % (/OJFOO x(t)e“dt) = /OJFOO % <£Z}(t)68t> dt = /0+<>° x(t)( - teiSt)dt = —L[tx(t)](s)

Derivazione rispetto a ¢
L[z’ (t)u(t)](s) = sX(s) — 2(07)

con s > mazr{oy, oy}
. Applicando la definizione di trasformata bilatera si ricava che

L' (1))(s) = sX(s)

Per ricavare la soluzione nel caso della trasformata unilatera si puo far riferimento alle proprieta della
derivata:

ne segue che

=sX(s) —z(0")
Tale proprieta puo essere applicata in successione; la trasformata della derivata seconda sara infatti:

L[z" (H)](s) = s*X (s) — sx(0T) — 2'(0T)
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Trasformata della convoluzione
L(z +y)(B)](s) = X(s)Y (s)
con s > max{ay, ay,} dove il prodotto di convoluzione tra due funzioni & definito come:
+o0o
(Fro®) = [ 1= rgtriar
Dunque risulta:

400 “+o00 +oo
L(z*y)(®)](s) = /0 (zxy)(t)e 'dt = /0 (/ x(t — r)y(r)dr) e *tdt

— 00

—+oo +oo
= / (/ x(t — r)y(r)dr) e *'dt poiché per ipotesi y(r) & nulla per r < 0
0 0

operando ora un cambio di variabili: uw =t — r si ottiene

_ /0 ) /0 T = et = /0 e ( /0 +Oo x(u)e‘s“du> dr
_ ( /0 o y(r)e‘”) ( /0 o x(u)e‘sudu> — X(s)Y(s)

Integrale della trasformata

o 22

S

per s > a, che deriva direttamente dalla proprieta di derivazione rispetto a s.

Trasformata dell’integrale

S

E[/Otx(r)dr} (s) = X()

per s > max{0, a, } che deriva dalla proprieta di derivazione rispetto a ¢

Trasformata di funzioni periodiche

Dato un segnale z((t) la caratteristiche del quale siano:

*) z(t) se 0<t<T
xT =
0 0 altrove

e si abbia N
() =3 ao(t - nT)
n=0
allora

= Llz 5
Llao(0)(s) 3 e = SN

n=0

clrw]e = £ S aolt - nT)| (s) = 5 Lfaaf0)] ()
n=0

n=0
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Esercizio 1

Ricavare usando la definizione la trasformata di Laplace unilatera di:

a) f(O) =eMult)  b) f(1) = teult) o) f(t) =t ult)

Risoluzione

oo oo 1 .
e / e st edt = / ele=tdqt = lim [ e("_s)t] =
0 0 r—+oo Lo — 5 0

T

+oo +oo t
/ e=st ¢ otdt = / t @9t — lim [ e<a*3>1
T4 Loy — S 0

a)

LIF())(s)
b) LIf(#)](s)

0 0
) e(afs)t . 1
- _Tll)r-‘yI-lOO {(a — 5)2:|0 = (5 _ a)2
c) LIf()](s) = (s—na!)"“ si dimostra

Esercizio 2

Usando i risultati precedenti ricavare la trasformata di Laplace di:

1

s —

1

o — S8

se s>«

—+o0
/ e(afs)tdt
0

) O =1-ult) b fO=t-ult) FO = -ult)  dFE) =t ult)

Risoluzione

Utilizzando la relazione c) dell’esercizio precedente si ha:

) =0, o= 0 quinds £[7(0))(s) = -

S

b) =1, 0 =0 quindi L[f(1)](s) = —

& n =2, 0= 0 quindi LI(1](5) =
6!
d) n=6, a« =0 quindi L[f(¢)](s) = 7

Esercizio 3

Usando la prorpieta di linearita della trasformata ricavare la trasformata di:
a) f(t) = cos(wt)u(t) b)f(t) = sin(wt)u(t)

Risoluzione

E necessario in primo luogo ricavare la trasformata di sin(t) e di cos(t) per poi applicare la prorpieta

di scalamento.
Ricordando che
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e applicando al definizione di trasformata si ottiene:

+o0 +oo
LIf(®)](s) :/0 sin(t) e *'dt = i /o (7' —e ") e tdt =

2j
1 [tee , , 1 [Tee , 1 [t ,
LT et (et gy — 7./ ot _ 7./ (it gy —
25 Jo 25 Jo 25 Jo
1 1 .\, Too 1 1 ]t
=— [ - 7.6_(3_])1 - — [7.6_(5—”)75} = che convergonose s—3j>0 e s+7j>0
27 s—17 0 2jls+j 0
1 ( 1 1 ) 1 s+j—s+7
2% \s—7j s+7/ 2j 52 — j2
2j 1

:2j(32 Y b L[sin(t)u(t)](s)

Con trasformazioni analoghe si ricava la trasformata del coseno. Ricordando che

et + eIt
J) = cos(t) = —"—
e applicando al definizione di trasformata si ottiene:
+oo 1 +oo ) )
LIf®)](s) =/ cos(t) e Stdt = 5/ (e’ + e ") e tdt =
0
1 1 [tee , 1 [tee ,
,/ ("Dt 4 (Y gy — / o= (s=Dtgp 1 ,/ (st gy —
2 2 0 2 Jo
1 +o0 1 1 N,
f{ e (5=t } + = [7,6_(54_])1 = che convergonose s—j53>0 e s+j>0
2 s—173 0 2ls+y 0
1 ( 1 ) 1 s+jt+s—j
2 S—j s+] 2 52 — 42

= (s iy = 5211 = L[cos(t)u(t)](s)

A questo punto ¢ possibile ricavare la traformata richiesta dall’esercizio attraverso due metodi:
l'uso della definizione, ove tuttavia 'argomento del seno (e dunque degli esponenzionali complessi)
sara differente, oppure attraverso la proprieta di scalamento:

s
1 S 1 ; S
a) Llcos(wt)](s) = ;ﬁ[cos(t)](;) =L e i
(2) +1
w
In modo analogo per il seno si ottiene:
b) Llsin(wt)](s) = -0
T 82 w2
Esercizio 4
Calcolare la trasformata di Laplace unilatera di fi(¢t) = sin(t) supponendo nota la trasformata

unilatera di f2(t) = cos(t)

Risoluzione

Osservianmo che cos’(t) = —sin(t) dunque
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Esercizio 5

Calcolare la trasformata delle seguenti funzioni utilizzando le proprieta note. Avendo riconosciuta la
proprieta da utilizzare, la si dimostri prima di effettuare il calcolo.

a) f(t) = tsin(tyu(t) b) £(t) = sin(t)u(t) &) £(t) = cos(t)u(t)

d) f(t) = 6sin(2t)u(t) — Scos(2t)u(t) e) f(t) = (sint — cost)*u(t) ) f@t) =t3e 2u(t)

9) f(t) = (" + sin(t))® () h) f(t) = e " cos(2t)u(t) i) f(t) = " Pcosh(t)u(t)

[) f(t) = cosh(5t)u(t) + Smh(5t) ) m) f(t)= 1(t +2)%e"u(t) n) f(t)=e "2 (sint)*u(t)
Risultati

o) $16) =Eltsin@uo](0) =~ (b)) =~ (57) = G

b)  f(s) =L[sin(t)u(t)](s) = _d%(c[tsm(t)u(t)] (s)) = —%( (3218 1)2) = (ij +_1?3

5242

c)  f(s) zﬁ[%(cos(%) + Du(t)](s) = %E[cos(?t)u(t)] (s)+ %E[lu(t)] (s) = %%Jrll) + % = 5(52714)

12 — 5s
d J) =7

) ) ' , 52 —2s+4
e) [f(s) =L[(sin®t + cos’t — 2sin(t) - cos(t))u(t)] (s) = L[(1 — sin(2t))u(t)](s) = SEED
B 6

2t to: ;2 2 to: 11 . 1 5 2

g)  f(s) =€ +2e'sin(t) + sin“t = e* + 2e szn(t)—|—§—§(3052t= %t 3 2(32+4)+ 7 9512
s+1 . 4s 42 s+1

RIS o P DI = e D)=

1,5, . . 252 — 25+ 1 16
m) fls) =5 (e +dte +4e) = — ") = e s s 1)

Esercizio 6

Nota la trasformata di Laplace della funzione z(t), determinare la trasformata di z(2t)

s2—s+1

Liz(?)](s) = @1 12(s—1)
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Risultati

Si usa la proprieta del cambiamento di scala e si ottiene:

s2—2s+4

f(s):(s+1)2(s—2)

Esercizio 7

Calcolare la trasformata delle seguenti funzioni utilizzando le proprieta note.

a) f(t) =t b)  f(t) = 3e * cos(6t) — belsin(3t) )  f(t) = e *sin(4t)
e—at _ e—bt 2 t )
D 0= abeR o (1) =cos(t— on) H I0= [ 6 -p+enip
0
Risoluzione
2 . _ 3(s+2) 15 - 4
2) f(s)i(s—?))?’ ) f(s)732+48+40752—23+10 °) f(s)i(s+2)2+16
t
d) Sfruttando la proprieta di trasformazione di ? si ha
xz(t) _ oo _ e —at —bt
c[®) ) = / ([0 (r))ar = / (cle)r) — £1e=)(r) ) dr
e 1 o ral] s+a
:/S (r_’_a—r_i_b)dr:[log|r—|—a|—log|r—|—b| :[ZOQT—H)‘ :Og(s—i—b)
e) f(s)=— j_ T e EmS f) Sfruttando la proprieta di trasformazione dell’integrale si ha
s
! 1 2 1 1
2 —p _ Ll —t _c_ 2
c[/o(p pen)p|(s) = L[t e () = R Y

Esercizio 8

Calcolare

e oo +o 1 cos(t
a)/o t3e " tsin(t)dt b)/o te~ Y sin(t) c) /0 B*tﬂ

Risoluzione
a) Per la proprieta dell’integrale la trasformata dell’integrale in a) sara
%E[t?’e_tsin(t)]
Ma per il teorema del valore finale

zhHH;O x(t) = [SX(S)]SZO

Dunque in questo caso il calcolo della trasformata coincide con il calcolo della funzione integranda da
valutare in s = 0. La trasformata della funzione integranda e

24(s + 1)(s2 + 2s)
(s242s+2)4
che valutata in s = 0 da come risultato X(s) =0

8 1l 5
289 0)509()

Con metodo analogo si ottiene: b)
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Esercizio 9

Ricavare la trasformata di:

a)  f(t) = 4e® 4 6’ — 3sindt + 2cos2t b) f(t) =t2e3 c)  f(t) =e *sin4t
d)  f(t) = e*coshst e) f(t) = e *(3cos6t — 5sinbt)
f)  f(t) =cos(t —27/3) per t > 2m/3, 0 pert < 2m/3

Risultati

4 36 _ 12 2s 2 4 s—4 35—24 s e—27s/3
a) s+t D) (s—-3)% ¢) sy Y =5 ¢ wriaw D 241

Esercizio 10

Calcolare la trasformata di Laplace della funzione in figura 2.1 a sinistra f(¢); calcolare quindi la
trasformata di Laplace della funzione in figura 2.1 a destra g(t).

(1)
0

Figura 2.1:

Risoluzione

Si puo scrivere facilmente per la funzione a sinistra:
k 1 k
ft)y=(- Tt k)p1/a(t — 5) = (— Tt+ k) (u(t) —u(t — 1)) = ku(t) — ktu(t) + k(t — Du(t — 1)

La trasformata si ottiene utilizzando le proprieta della trasformate e si ricava:

ClW)(s) =& b ke s

s §2 52

La funzione a destra in figura € periodica dove nel periodo fondamentale la funzione & quella analizzata
in precedenza. Utilizzando la proprieta di trasformazione della funzione periodica si ottiene:

LIf@B)](s)

1—eTs

Llg())(s) =

Esercizio 11

Calcolare la trasformata di Laplace dell’onda triangolare di picco a e di periodo T' = 2a

Risultati

1 (1—e 92 1 (1—e9%)2 1 1—e 1

f(S) = 2 1— e—2as = ? (1 _ 67‘18)(1 + efas) = 872 1 + e—as = ?tgh(is)
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Esercizio 12

Determinare ’espressione delle funzioni in figura 2.2 attraverso I'uso della funzione gradino e calcolarne
la trasformata di Laplace (la si ricavi sia direttamente, sia, ove possibile sfruttando la proprieta di
derivazione della trasformata)

2 Y A 7 NI NN
a) b) 0 § d)

Figura 2.2:

Risoluzione

a) La funzione si puod descrivere come: f(t) = tu(t) — tu(t — T'). La trasformata sara

ﬂﬁ—qwm—mm—TMQ——iQMM@—[—iawrﬂwy=gﬂﬁ)+i@Sﬂmmmﬂ

1 n —Te5Tg— 5T
T 52 52

b) La funzione si pud descrivere come: f(t) = k[u(t) —2u(t — T/2) + u(t — T)]. La trasformata sara

f(s) = Lk(ut) —2u(t —T/2) +u(t —T))](s) = g(l B e_%5)2

) fls)=L m( = 2(t = T/2)u(t = T/2) + (¢ = T)u (t—T))}(s): 2k (1_6_;@)2

d) f(s) = Ltgh(Fs)

Esercizio 13
Calcolare la trasformata di Laplace dei segnali:

a) f(t) = %u(t—i—T)[ t+T)—u(t—T)] +u—T)  b) f(t) = u(t)t—u(t—1)e" +2u(t — 2)cosh2t.

Risultati

1 67(571) 672(572) 672(s+2)

W 1) = igsenh(sT) B f()= 5 -+ e

Esercizio 14
Calcolare la trasformata di Laplace della funzione:

m(t):{(ut)? 0<t<l1

1462 t>1
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Risoluzione

La funzione si puo scrivere come:
z(t) = (14+6)?[u(t) —u(t—1)]+(1+t2)u(t—1) = (14+t)%u(t)+u(t—1)[1+t2—1-2t—t?] = [14+-2t+t2]u(t)—2tu(t—1)
dato che —2t = —2(t — 14+ 1) = —2(¢ — 1) — 2 allora sostituendo si ottiene
x(t) = [1+ 2t + t2Ju(t) — 2(t — Du(t — 1) — 2u(t — 1)
la cui trasformata ¢ di calcolo immediato:

1 2 2 2 e % 2 2

33
Esercizio 15

Verificare che:

Risultati

/ e Stsin(t)dt = 1 + e ™ — s° / e Stsin(t)dt
0 0

Esercizio 16
Sia z(t) la funzione periodica di periodo 27 definita di seguito. Determinarne la trasformata di Laplace.
sin(t) te |0,
s~ [ el
0 t € (m,2m)
Risultati

1
G+ —e)

fls) =

Esercizio 17

Sono date due funzioni z(t) e h(t) porta di durata 1 e di ampiezza rispettivamente 1 e 0.5. Se ne
calcoli la convoluzione ricavandone il significato grafico.

Risoluzione

Si ricordi che il prodotto di convoluzione tra due funzioni ¢ definito come

+o0
x(t) « h(t) = / x(1) - h(t — 7)dr
— 00

ovvero dato un valore di ¢ si considera il prodotto della funzione x(7) per la funzione h(t —7), che cioe
¢ la funzione h ribaltata rispetto all’asse y e traslata di un valore parametrico t, e si calcola 'integrale
(larea) di tale prodotto nell’intervallo nel quale le due funzioni si sovrappongono. Tale parametro ¢
puo variare: per ogni suo valore si ricava un risultato dall’integrale, dunque il risultato sara in generale
funzione di ¢. Si osservi che il prodotto di convoluzione & commutativo, dunque il segnale che “scorre”
puo essere indifferentemente ciascuno dei due.
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x(t) X(t)
h(t-T)
1 l_ Z 1
t-1 t 1 t-1 t 1
A B
x(t) x(H)
7 v
=1 1 t 11t
c D
Figura 2.3:

Al variare di t la relazione tra x(7) e h(t — 7) si differenzia, in questo caso, in quattro casi possibili
riportati in figura 2.3.

Per ciascuno di questi casi si calcolera ora lintegrale. Nel caso A le due porte non hanno
sovrapposizione, e questo capita per valori del paramentro ¢ < 0. Si ha dunque

z(r)-h(t—7)=0

dunque anche U'integrale ¢ nullo.
Nel caso B, invece, se 0 < ¢ < 1 la funzione h(t — 7) & sovrapposto alla funzione z(t) per un intervallo
compreso tra 0 e ¢, dunque:
1
x(T)~h(t77'):1~§

dunque l'integrale diventa:

+eo bl Lt 1
Ch(t — — [ 1.2dr=|2+] =2
/_oo x(7) - h(t — 7)dr /0 2d7’ [27]0 2t

Nel caso C la sovrapposizione si ha e ha lo stesso valore del caso B, ma cio avviene nell’intervallo tra
t —1 e 1, nell'intervallo 1 < t < 2. Dunque l'integrale diventa:

+oo 1 1
/ z(1) - h(t —7)dr = / 1- 1dT = [17} =1- 1t
-1 2 2

IS 2 1t

Nel caso D infine, nell’intervallo t — 1 > 1 ovvero t > 2 nuovamente non c’e’ sovrapposizione tra i due
grafici.

Complessivamente dunque il risultato della convoluzione é:

0 t<0

1

=t O<t<1
p(t)ryt) =2 |

1—35t 1<t<2

0 t>2

che si puo scrivere anche come

x(t) xy(t) = %tu(t) - Q%tu(t -1)+ %(t —2)u(t —2)

rappresentato in figura 2.4.
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1/ 2 | "

Figura 2.4:

Dunque ci si deve attendere in generale che la convoluzione di due porte aventi lo stesso supporto
abbia come risultato un triangolo e viceversa. Questo risultato verra sfruttato nell’esercizio 18. Ge-
neralizzando inoltre, ci si aspetta che se le due porte hanno supporto compreso tra 0 e T e hanno
valore M e N, la loro convoluzione sara un triangolo compreso tra 0 e 2T con picco in T di valore
NMT (il valore massimo si ha quando i due rettangoli sono perfettamente sovrapposti). Ancora pil in
generale, se le due porte hanno supporto compreso tra —7'/2 e T'/2 (complessivamente T) e di valore
M ed N nel supporto, il risultato sara un triangolo di supporto —7" e T' con picco in 0 di valore MNT
(si invita il lettore a ripetere i passaggi precedenti con i nuovi dati).

Esercizio 18

Si ricavi la traformata di Laplace delle funzioni (A, B, C, D) riportate in figura 2.5.
f(t)

w0 T,

-T2 T/2 t

Figura 2.5:

Risoluzione

Per la funzione nel grafico A il risultato si puo ottenere in 4 modi differenti che verranno nel seguito
analizzati.
Dall’esercizio a pagina 10 del capitolo 1 si ricava l’espressione della funzione:

f(t) = (%HA) -u(t+§) - (A—%Q ~u(t—§) —%~t~u(t) (2.1)
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Soluzione 1: Definizione.
Attraverso la definizione si calcola la trasformata come:

T/2
LIF(B)](s) = /m (21:415 + A) cult+ g) - (A - %t) at- Dy - % -t-u(t))eSTdt

11 calcolo e relativamente lungo ma non complesso e si invita il lettore a completarlo.

Soluzione 2: Proprieta

Utilizzando le proprieta della trasformata 1’espressione (2.1) si puo trasformare direttamente ed
elaborare mediante i passaggi riportati di seguito:

A 181 A 1 A _181

A 1 ZS —ZS A 1 ZS —ZS 2
:T7/2572(62 _2+e 2 ):m?(e4 —e 4 )
Ts_ %

_A 1(46 —e s>2_A2(,hT)2
T2 8 4 T2 2\ 0
Soluzione 3: derivate successive

Come ricavato nell’esercizio 4 del capitolo 2 e facile ricavare sia graficamente che analiticamente

la derivata seconda della funzione. La derivata seconda ¢ infatti

2A T 2A T 4A
1! _ = - = _ .,
F'#6) = ot +5) + Fo(t— 5) — = - 3(t)

rappresentata in figura 1.16.
Poiché € noto che:

LIf"(1)](s) = s* LIF()](s)
allora si ha

L)) = -5 L))

Dunque & sufficiente ricavare la trasformata della derivata seconda della funzione e dividerla per s2
per ricavare la trasformata desiderata:

24 _, 44 24 |
LI ()(s) = e T/2 = 25 4 212

Infine:

A A A
LI O)s) = = (Pemrrz - 24| 2 perya)

Soluzione 4: convoluzione

Dall’esercizio 17 si e visto che una funzione avente andamento triangolare puo essere vista come il
risultato della convoluzione tra due porte. Nel caso dell’esercizio citato le porte sono entrambe diverse
da 0 nell’intervallo 0-1, e la loro convoluzione determina un risultato diverso da 0 tra 0 e 2.

Nel caso presente il triangolo ¢ non nullo per T/2 < t < T/2 e centrato nell’origine; dunque lo si
puo vedere come la convoluzione di due porte non nulle tra -T/4 e T/4. Si supponga infatti di avere
due porte z(t) e y(t) di tale genere, 'ampiezza delle quali sia tuttavia generica, per esempio in un
caso N e nell’altro caso M. Sia y(t) la porta che “scorre” rispetto al parametro t, e che dunque viene
ribaltata e traslata. I casi possibili di sovrapposizione sono simili a quelli ottenuti nell’esercizio 17, e
sono riportati in figura 2.6.

Come per 'esercizio precedente nel caso A riportato in figura non c¢’e’ sovrapposizione, e questo si

verifica per
t+ r < r t < r
I N _Z
4 4 2
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h(T) h(=(1)) h(t-(T )
M M M
T T |
T/4 T/4 t-T/4 ; t+T/4]
Ribaltamento Traslazione
1 X(t) N N
h(t-t) m M
| T T
t=T/4 t‘ t+T/4 -T/4 | TI4 t=T/4 t+T/4
A B
M M
N N
% T T
~Ti4 TIATIA  t+T/4 ~T/4 T4 t-T/4  t+T/4
C D
Figura 2.6:
mentre per
T t+ r < L — L t<0
T1StTI g T3S

si ha sovrapposizione delle due porte e l'integrale da calcolare come:

+oo t+F t+T T
/ 2(r) -yt — 7)dr = M- Ndr = [MNT} = MN(t+ =

r
4

T
o0 T

Nel caso C la sovrapposizione si ha e ha lo stesso valore del caso B, ma cio avviene nell’intervallo tra

T T .
t — 7 e 7, per valori del parametro

=~

T
4

|

<t < O<t< —

Dunque l'integrale diventa:

~H

/m () - y(t — 7)dr = /_TT M- Ndr = [MNT} = MN(t-

—00

4

Nell'ultimo caso invece le due porte non hanno sovrapposizione e dunque l'integrale ¢ nullo.

avviene per valori di ¢ tali per cui:
t r > r t> T
4~ 4 2

Cio
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Complessivamente dunque il risultato della convoluzione é:

0 t<-1L
()% y(® MN(t+3%) -$<t<0
€T Yy =
MN(t-T) 0<t<Z
0 t>71

rappresentato in figura 2.7.

-T/2 T/2

Figura 2.7:

Se ora si vuole trovare corrispondenza tra il caso appena visto e quello dell’esercizio dato si deve
supporre che le due porte p; e pa abbiano ampiezza, per esempio, M=2A /T mentre N=1. Dunque si
sa che

f(t) =pi(t) * pa(t)
ha come risultato la funzione triangolare data nel testo dell’esercizio.

E noto che la trasformata della convoluzione tra due funzioni & pari al prodotto tra le trasformate
di ciascuna delle due funzioni (si veda la proprieta e la sua dimostrazione), ovvero al prodotto tra le
trasformate di due porte. E noto inoltre che la trasformata di una porta di ampiezza D e di valore
diverso da 0 per un intervallo pari a 2-T/4 &:

smh(% )

S

D-2.

Quindi complessivamente:

Triangolo =p1 (t) * p2(t)
L[Trlangolo} { p1(t) * pa(t }
~£[p(0](s) - £[pa(t)] 9
2A
T

2
‘ 2. sinh(%s) . 12 . sinh(%s)
s s

sinh %8 2
- (2t

Per i casi C e D dell’esercizio si possono applicare gli stessi metodi. Si lascia al lettore la soluzione
suggerendo di utilizzare il metodo 3 sfruttando i risultati degli esercizi 3, 6 e 7 del capitolo 1.
Nel caso dell’esercizio B, usando il metodo 3 e sfruttando i risultati dell’esercizio del capitolo 1 a
pagina 9 si ha:

f@) =t-u@t+T)—t-ut-T)
@) =1-ut+T)+-T-6(t+T)—1-u(t—T)-T-6(t—1T)
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da cui si puo calcolare la trasformatas:

Y
~
S

.,
Il
D
Lonsu—
=
S
.

!
S
1 Ts —Ts
:7[6 ¢ —|—TeTS—Te_TS}
S S S
171
_- [7 (BTS _ Te—Ts) —|—T(€TS _ Te_TS)]
SLS
14 sT
:2< Rk )sinh(Ts)

Esercizio 19

Sono date due funzioni: h(t) porta di durata T centrata in T/2 e di ampiezza 1, e x(t) triangolo di

valore 0 in 0 e di valore A in T. Se ne calcoli la convoluzione ricavandone il significato grafico.
Risoluzione

Come nel caso della convoluzione tra due porte, dal momento che il supporto del triangolo e della
porta da convolvere sono uguali a di valore T, si puo suddividere il calcolo in quattro intervalli:

A:t<0 B:0<t<T C: T<t<2T t > 2T

e anche in questo caso negli intervalli A e D non c’¢ intersezione tra i due grafici. Nell’intervallo B
I'integrale avra come risultato:

A

t
LA AT?

B: 1-= =——| ==—

/0 TTdT T3

T 2
0

Mentre nell’intervallo C si ha:

T 2
A AT T Al 9 9 A A 9
: V- 2ar =200 22w -1 =1 LT
¢ /t,T 7T = Tyl = (T -2 )= T = gmt=T1)

Il risultato della convoluzione e:

0 t<0
A 42

h(t) % 2(t) = 5Tt O<t<T
A A 2
ST — 4+ (t—T)" T <t<2T
0 t>2T

rappresentato in figura 2.8.

2.2 Trasformata di Fourier

Richiami teorici

Si richiama brevemente di seguito la trasformata di Fourier e i suoi legami con la trasformata di
Laplace. La trasformata di Laplace bilatera

enw=[ eriwma

— 00
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AT/2

Figura 2.8:

¢ funzione della variabile complessa s. Se 'asse immaginario iR & contenuto nel dominio Dom (L f)
(cid che non & vero sempre, per esempio non ¢ vero se f () = e) posso porre s = iw e trovo la
trasformata di Fourier

o0

ﬂwzwﬁwz/‘aMﬂwu (22)

— 0o

Discretizzando il tempo ¢, cioé ponendo t;, = kAt, si osserva che (F f) (w) ¢ il limite di somme del tipo

Zexp (iwtg) f (tr) At
k

e quindi & una specie di prodotto scalare, o di “proiezione”, della funzione f (¢) sulla funzione exp (iwt).
Questo fa pensare che si possa “ricostruire” la funzione f (¢) risommando le onde piane exp (iwt),
ognuna moltiplicata per la componente di Fourier f (w).

Formula di inversione

Applicando la trasformata di Fourier due volte si ha:

/OO exp (iwt) dw /OO exp (—iwt") f (') dt’ =

—0o0 — 00

- /0; dt’ (/o; exp [iw (t — t'ﬂ) dw f (')

= /Oo dt2ns(t—t') f(t)

— 2f (1)

poiché

/ exp (iwt) dw

N

I
8
o
"
T
&
=
o
&

I
—
=
O

I
)
3
[«

—
=
N~—

ricordando che

Di qui segue la formula di inversione:
o0

@ﬂﬂurfl/ ¢ f (w) dw

=3 N



