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Lezione 13

Definizione di trasformata

Definizione 1La trasformata di Laplace della funzionef(t) della variabile reale e la
funzione della variabile complessa

+o0
— LIf(t) = / F(t)e=st dt.

In generale 'integrale puo essere calcolato solo per valosi €i o + jw appartenenti
ad un semipiano aperto per cui vdte(s) = a > «a.. Tale semipiano e dett@gione di
onvergenza il valorea,. e dettoascissa di convergenza
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EsempidTrasformata del gradino unitario ):

Dato
0 set <O,
d_1(t) =
1 set >0,
vale
+00 e~ st t=00 e~ st
i) = LB @)= [ 1ee dt=[ ] _ 41
0 9 lt=0 9 =00
Ses = a + jw conRe(s) = a > a. = 0 (regione di convergenza) vale
€_St e—ozte—jwt e—ozt e—jwt e—jwt
—$ t=00 —$ t=00 —$ t=00 S t=00 —$S t=00

e dungue otteniamo Il risultato

Aa(s) = LI]01(t)] =
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Definizione di antitrasformata

Definizione 2SeF'(s) = L [f(t)], il valore della funzionef (¢) per ognit > 0 puo essere
determinato mediante Entitrasformata di Laplace:

B 1 ap+700 »
F6) = £ F) = 5 / FG)etds

doveqag, € un qualungque valore reale che soddigfa> «..

In pratica questa formula non viene mai usata per antitrasfornem®a ha un interes-
se puramente teoricperché evidenzia una relazione biunivoca fra una funzipfté
(considerata solo per> 0) e la sua trasformata(s).
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Nota 1 | valori della funzionef(¢) per valori diz < 0 non vengono presi in conto nel
calcolo della trasformata e non vengono determinati dall’antitrasformata.

— Due funzionidiverse fra loro pet € (—o0o,0) e coincidenti pett € |0, +00) hanno
la stessa trasformata di Laplace.

— Non vi € biunivocita tra funziong(t) (pert € R) e la funzioneF'(s).

Per ovviare a questo problema: si suppone che la trasformata descriva una fytizjone
che assume valori nulli pér< 0 e dunque I'operatore di antitrasformazione determina
una funzionef (¢) che assume valori nulli per< 0.

Esempio La funzione costante(t) = 1 pert € R coincide cony_;(t) pert > 0.
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Nota 2 La funzioneF'(s) trasformata dif (¢t) puo essere calcolata solo seppartiene
alla regione di convergenza. Si considera peesténsione analiticdella F'(s) su tutto

il piano complesso (o0 quasi) e cioe anche per valosi don appartenenti alla regione di
convergenza.

Esempio La trasformata del gradind_(s) = % ha come regione di convergenza il
semipiano reale positivo. Tuttavia la funziode ;(s) = I si considerata come una
funzione definita su tutto il piano complesso (tranne ovviamente che nell' okging).

Nota 3 se una funzione contiene termini impulsivi nell’origine, la definizione di trasfor-
mata di Laplace dovrebbe essere modificata come segue:

400

L) = / F(t)e=" dt.

EsempiqTrasformata dell’'impulso): La trasformata della funzione di Dira¢t) vale

+00
A(s) = £ [5()] = / Sttt = e~ = 1.
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Trasformata della rampa esponenziale

Data unaampa esponenzialaelefinita (perk € Nea € C) come

/

ik 0 set <0
_eat5_1(t>:< k
] E ot ars g
\ EG set -~
la sua trasformata di Laplace vafel Lcots_ - ()] — — 1
a sua trasformata di Laplace vafe| --e®d_(t) | = (s oy

Casi particolari:

1
o gradino unitario:£ [d_;(t)] = p,
c[Es ] = -
o rampal |, )] = pa.
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Principio di linearita
Sef(t) = c1f1(t) 4+ co f2(t) la sua trasformata di Laplace vale:

F(s) = Llerfr(t) + cafa(t)] = 1 L1f1(t)] + ca L[f2(t)] = e1 Fi(s) + 2 Fa(s)

EsempidTrasformata delle funzioni sinusoidali):
1

e cosenocos(wt) = 3 (ej“’t + e_j”t)
1 1 1 5
L t)o_1(t)] = = —
lcos(wt)d_1(t)] 5 <s—jw+s+jw> s2 4 2

1 : .
e Seno Sin(wt) — 2_ (ejwt . e—jwt)
J

£ [sin(wt)5_1 (£)] = 1,( Lo ): w

27
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Esempio:Si consideri la funzione in figura.

o

o 1  t

Tale funzione puo essere vista come la somma di un gradino di ampiezadisauna rampa
lineare di pendenzi ovvero puo porsi

F(t) = (a+bt)d_1(t) = ad_1 () + bto_(t).

La trasformata di tale funzione vale dunque

a b
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Teorema della derivata

Data la funzionef(t) con trasformata di LaplacE(s), vale:
d
£| 50| =sF(s) - f0)

Se f(t) e discontinua nell’origine si deve intendef@) comef(0).

Derivare rispetto & nel dominio del tempo corrispondenaoltiplicare pers nel dominio
della variabile di Laplace.
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Esempio:f (1) = €' 1(1) = F(s) = - ! -
: I I /
5|
1,
0 ‘ ‘ ‘ ‘ o) ‘ ‘ ‘
0 t 0 t
(2) (b)

f(t) e discontinua nell’origine [fig. (a)] poichg(0~) = 0 # f(0™) = 1. Dunque

S
s—3

c [%f(t)] — sF(s) — f(07) = sF(s) — 0 =

Cio puo verificarsi immediatamente. La derivata d¢l{&) vale infatti [fig. (b)]

%f(t)zé(t)+363t5_1(t) — c[%f(t)]:1+3F(s):1+sf3:8f3.
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Esempioyg(t) = e = G(s) = p i 3
DR N
ﬁ I ﬁ
1k il
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 t 0 t
(c) (d)
g(t) & continua nell’origine [fig. (c)] poiché(0~) = ¢(0™) = 1. Dunque
d S 3
L [%g(t)] = sG(s) —g(0) =sG(s) — 1 = p— —1= 3

Cio puo verificarsi immediatamente. La derivata dellg vale infatti [fig. (d)]

d N _ a3t da _ 3] _ 9
ag(t)—Se — E[dtg(t)]—E[Se }_3—3'

NB: g(t) e f(t) hanno stessa trasformata; le loro derivate hanno trasformate diverse.
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Derivate di ordine maggiore di uno

Data la funzionef(t) con trasformata di Laplacg(s), sia f(¥)(¢) la sua derivata-ma
rispetto al tempo per=0,...,n. Vale:

LIfD@)] =s"F(s) =" (0) = " 2f(0) 4+ = s (0) = £ (0)

_ SnF(S) . Z Sn—l—if(i) (O)

1=0

Nel caso in cui la funziong () (¢) sia discontinua nell’origine si deve intendefé) (0)
comef®(07), peri =0,...,n — 1.
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Teorema dell’integrale

Data la funzionef(t) con trasformata di LaplacE(s), vale:
t
F
L [/ f(T)dT] = (5)
0 S

Se f(t) contiene impulsi nell’origine si deve intendere

] _ F(s)

S

L[ t f(r)dr

O_

Integrare rispetto anel dominio del tempo corrispondelasidere pers nel dominio della
variabile di Laplace.
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Esempio Si consideri la funzione

f(t) =td_1(t) che hatrasformata di Laplacel'(s) = %
S

Vale dungue

L[/Otf(f)dT]:F(S): L

S s3

Cio puo verificarsi immediatamente. L'integrale deflg) vale infatti pert > 0:

/Otf(T)dT:/Ottdfzg

e trasformando si ottiene come previsto

c Uotf(T)dT] .y, [g] _ Sig

15
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Teorema del valore finale

Sia f(t) una funzione con trasformata di LaplaEés). Se esiste finito illim; ., f(¢)
allora
lim f(¢) = lim sF(s).

t—o0 s—0

Esempio Si consideri la funziong (t) = (2 — e3%)d_1(¢) la cui trasformata vale

2 1 s+ 6
F = - — — .
(5) s s+3 s(s+3)

Si verifica facilmente che vale

lim f(t) = lim (2 — e %")d_1(¢) = 2,

t—o00 t— o0

e tale valore coincide con

s+ 6
lim sF'(s) = 1i
i) = I s

= 2.
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Tale teorema e utile per conoscere il valore finale di una funzjgnedi cui & nota la
trasformatal’(s) senza dover antitrasformare.

Tuttavia per poter applicare il teorema occorre essere sicuri che il valore finale esista fini
altrimenti si ottengono risultati non corretti.

Esempio Si consideri la funziong (¢)

(1 + €*)0_1(¢) la cui trasformata vale

1 1 2s — 1
F(S):g+s—1 B s(s—1)
Vale
A, ) = o
mentre

1.

25 — 1
lim sF(s) = lim ” =

s—0 s—0 § —
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Teorema del valore iniziale

Sia f(t) una funzione con trasformata di LaplaEés). Se esiste finito illimg_, o, sF'(s)
allora

f(07) = lim sF(s)

S§— 00

Esempio Si consideri la funziong(t) = cos(2t)d_1(¢) la cui trasformata vale

s
s2 44

F(s) =

Applicando la regola di de I'HGpital si verifica che vale

52 , 2s

1 F(s) = 1li
sirgo 5 <S) SLIEO 32 + 4 s—00 28

e anchdim;_,q+ f(t) = cos(0) = 1.

Si noti che tale funziong(t) € discontinua nell’origine, poiche vafg0~) = 0.
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Teorema della traslazione nel tempo

Sia f(t) una funzione con trasformata di Laplagg¢s) e siaf(t — T'), conT > 0, una
funzione ottenuta dallg(¢) per traslazione “in avanti” nel tempo. Vale

LIf(t—T)] = e F(s).

NB: Se f(¢) non é nulla treD e T, il teorema non puo essere applicato per traslazione
“all'indietro” nel tempo, cioe per calcolare la trasformata della funzige+ 7°) con
T > 0, perché in tal caso I#(¢t + T') non sarebbe identicamente nulla pet 0.
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Esempio La funzionef(t) in figura € la somma di tre funzioni elementari.

¢ 1)

o 1 ot
e f1(t) =kd_1(t): un gradino di ampiezzha applicato int = 0;
o f5(t) = —ktd_1(t): unarampa lineare di pendenz& applicata int = 0;
o f3(t)=k(t—1)0_1(t —1): unarampa lineare di pendenzapplicata int = 1.

Dunque vale

F(t) = fi(t) + fot) + fa(t) = kS_1() — kto_1(t) + k(t — 1)d_1(t — 1)

e trasformando a termine a termine otteniamo

kok ko
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Trasformata di funzioni periodiche

Sia f(t) una funzione periodica per> 0 con perioddl’. Chiameremdunzione baséli
f(t) la funzione che coincide cofit) nel primo periodo e valé altrove:

. { ft) seteo.),
0 altrove
SeF'(s) e Fy(s) sono le trasformate di(t) e di f(t) vale F'(s) = 1 TOS)TS.
DimostrazionePoiché
ft) = fo(t) + fo(t = T) + fo(t —2T) + Zfo (t —iT)

e dunque

it e s S —T's Iy
:;E[fo(t—’LT ZFO . —Fo(S)ZG e = 1_06(i)Ts°

1=0
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Esempio La funzioneg(t) in figura e periodica di periodd e la sua funzione base ¢ la
funzionef(t), la cui trasformatd’(s) € stata calcolata nel precedente esercizio.

ay < 0

Dunque vale
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Teorema della convoluzione

Sianof(t) e g(t) due funzioni tali chef(t) = g(t) = 0 pert < 0. La trasformata di
Laplace della loro convoluzione

—+ o0

h(t) = 1+ g(t) = / F(t — 7)g(r)dr = / F(t—7)g(r)dr

— 00

vale

L'evoluzione forzata dell’'uscita e la convoluzione dell'ingresso con la risposta impulsiva
(Duhamel):

yr(t) = /0 w(t — 7)u(T)dr.

Grazie a questo teorema il “complicatimtegrale di convoluzionsi riduce al “semplice”
prodottofra la trasformata dell’ingresso e quella della risposta impulsiva:
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Antitrasformazione delle funzioni razionali

Definizione Unafunzione razionalee un rapporto di polinomi a coefficienti real

N(s)  bps™+ by 18™ 1+ - 4+ bys + b
D(s)  aps® 4+ ap_15"" 1 +---+as+ag

Essa e dettpropria se valen > m e strettamente propria sen > m.

F(s) =

NB: Se una funziong (t) puo essere scritta come combinazione lineare di rampe espo:
nenziali, allora la sua trasformata di Laplace € appunto una funzione razionale.

E possibile porre la funzionE(s) nellaforma zeri-polifattorizzando

N(s) =bm(s —21)(s —22)--- (s —2m) € D(s)=an(s—p1)(s—p2)---(s—pn)
N(s) K'(s—z1)(s—22) (5= 2m)

D(s)  (s—p1)(s—p2)- (s —pn)

dove si suppone ancora chefds) sia informa minima cioé che essa non abbia alcun
polo coincidente con uno zero.

F(s) =
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Si considereranno separatamente diversi casi.

e Caso1l
La funzioneF (s) e strettamente propri@tutti i suoipoli hanno molteplicita unitaria

e Caso?2
La funzionefF'(s) éstrettamente propri@uno o pigpoli hanno molteplicita maggiore
di una

e Caso 3
La funzioneF'(s) & propria ma non strettament@NB: non tratteremo il caso delle
funzioni non proprie perché non descrivono sistemi causali)

e Caso4
La funzioneF'(s) &la somma di funzioni razionali moltiplicate per un fattere’’
che corrisponde ad un elemento di ritardo.
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Caso 1: F'(s) strettamente propria con poli di molteplicita unitaria

N (s) _ K'(s—z1)(s—22) (5 — zm)

D(s)  (s—pi)(s—p2)---(s—pn)
conn > m, €p; # p; S€i # j ammette il sequen®viluppo di Heaviside

Rz’ Rl R2 Rn
(5) ;3—]% S—P1  S—DP2 S — Pn

F(s) =

R; € dettoresiduodel polop; e questa forma d¥'(s) & dettaresidui-poli

Antitrasformando il generico termine vale

L_l [S fzzp] - Riepité_l(t)a

e dungue
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Calcolo dei residui

Il generico residud?; dello sviluppo di Heaviside vale

R; = lim (s — p;) F(s).

S—DPq
Esempio:La seguente funzione ha= 2 > m = 1; i due poli sonp; = 0ep, = —2.
s+ 8 s+ 8 Ry R
F — — = —
(5) s?2+2s  s(s+2) S +s—|—2
e vale
s+ 8
Ri =limsF(s)=1li =4
to= e = =
8
Ry = lim (s+2)F(s) = lim “°° — _3
S——2 S——2 S
Dunque
4 3 —2t
F(s)=-— —  f(t) = (4 —3e“")d_1(1).

27
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Poli complessi e coniugati

Data una coppia di poli complessi e coniugath’ = « + jw, SianoR, R’ = u + ju |
corrispondenti residui (anche essi sono complessi e coniugati).

| forma: detto
M = v/ u? + v?, ¢ = arctan (E) :
U

vale
R R’

] = 2Me® cos(wt + ¢)o_1(t).

Il forma : detto
B = 2u, C = —2v,

vale

L1 L + | Be® cos(wt) + Ce* sin(wt)] §_1(2)

—pP S—P
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Esempio:Si consideri la funzione razionale

F(s) 20 20
S) = —
s(s24+2s+5) s(s+1—32)(s+1+52)

Valen =3 > m = 1 e polip; = 0 e tale funzione ha pop, p’ = a £+ jw = —1 + j2.
Dunque lo sviluppo di Heaviside vale:
R R R’

F(s) —
&) =St 2 Tsr1 e

Si calcolano i residui:

20
Ry = lim sF(s) = li =
o= k) = I s b

. . . 20

R = lim (s+1—-32)F(s)= lim ,

s——1452 s——14j2 s(s + 1 4 j2)
20 : .
= = —24+7=u-+jv.

—8 — j4
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| forma
M=+u2+v2=v4+1=+5,

(%

1
¢ = arctan (—) — arctan (—2> = 2.68 rad

U

e antitrasformando si ottiene

ft) = (R1+2Me* cos(wt + ¢)) _1(¢)

— (4 1+ 2v/5et cos(2t + 2.68)) d_1(t).

[l forma
B =2u= -4, C'=-2v=-2,

I'antitrasformata diF'(s) vale

f(t) = (R1+ Be® cos(wt) + Ce® sin(wt)) §_1(t)

= (4 — 4e" " cos(2t) — 2" Siﬂ(zt)) 0-1(t).

30
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Caso 2: F'(s) strettamente propria con poli di molteplicita non unitaria

~ N(s) K'(s—zi1)(s—22) (5 2m)
D(s) (s —p1)" (s —p2)*2--(s—pp)"
cond ., v; =n >m,erpolidistintip; (i = 1,...,r) ciascuno con molteplicita;.

Essa ammette uno sviluppo di Heaviside in cui ad ogni pplmrrisponde una sequenza
F;(s) di v; termini residuo-polo della forma

v;—1
F’L S) = , + ’ + « o _i_ 17 — ) ’
(s) (s —pi) (5 —pi)? (s —pi)Vi ];) (5 — p;)kt1

e dungue lo sviluppo di Heaviside della funzione vale:

r v;—1

1=1 k=0
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Dallo sviluppo di Heaviside e immediato calcolare I'antitrasformata: per il generico ter-
mine

_ R; tk
1 Z, L it
E [(3—pi)k+1] —R Eep 5 1<t)

Si ottiene una rampa esponenziale e dunque vale anche

AT I S SRy LTS I

1=1 k=0 1=1 k=0
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Calcolo dei residui

Dato un polop;, I residui R; ; dello sviluppo di Heaviside valgono

R;,,—1 = lim (s—p;)" F(s),

S—Pi
Riva = lim = (s = p,)" F(s
iw;—2 — 111m — —Di) " ’
vic2 s e ds ¥ i
: 1 d° U,
Riy,—3 = sh—{%i 91 g2 (s —pi)” F(s),
e in generale pej € [1,...,v;] vale
1 d? 1

Hivi—j = slirgi (7 —1)! dsi—1
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s?(s + 3)
p1 = 0 di molteplicitar; = 2, ep, = —3 di molteplicitar, = 1 ha sviluppo

R R R
_ 10 n 12,1 n 2
S S s+ 3

Esempio:La funzioneF'(s) = conn =3 >m =1 e poli

F(s)

Calcolo i residui:

Ry = lim s F(s) = lim ;g _—)
Rag =l o FUo) = iy 5 = i o =
o= i 49 P9 i, S50
Dunque
F)= -5 —— = [)=(1-2%—e)5.0)
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Poli complessi e coniugati
Data una coppia di poli complessi e coniugaty’ = o + jw, Sia

R R
(s =p)F+t  (s—p)it!

dovek e NeR, R = u % jv.

| forma
PostoM = vu? + v? e¢ = arctan (2), vale

L1F(s)] = 2M—e Peos(wt + ¢)6_1(t).

k!
[l forma
PostoB = 2u e(C = —2v, vale

tk: k

LHF(s)] = B/c'

k!

tcos(wt)—l—C—e cos(wt)| 6_1(1).

35
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Esempio:Si consideri la funzione razionale Si desidera antitrasformare la funzione
1 1
(s2+1)2 (s—j)(s+j)?

che ha polip,p’ = a + jw = £j di molteplicita 2. Lo sviluppo di Heaviside di tale
funzione vale dunque

F(s) =

Ry Rl Ry R
F(s) = -+ -+ — + —.
(5) s—j s+j3 (s—7)* (s+3)?
Vale
1
Ry =lim (s —j)? F(s) = lim — = —0.25 = uq + ju1,
1 S—>]( .]) ( ) p— (S‘l‘j)2 1 JU1
d d 1
Ry =lim — (s— §)2 F(s) = li
o =lm oo (s—J) Fls) = lim o0 179
_9
= lim = —70.25 = ug + Jvg-

s—j (s+7)°
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Ro = —70.25 = uop + Jvo, R1 = —-0.25 = u1 + jv1.

| forma
Mo = \/ui +v3 =0.25, ¢o = arctan (U—O) = —Z,
Uo 2
M, = \/u? +v? =0.25, ¢ = arctan (Z—1> =,
1
f(t) = [2Moe™ cos(wt + ¢o)2M1te™ cos(wt + ¢1)] -1 (¢)
= [0.5cos(t — %) + 0.5t cos(t + )] 6-1(t).

Il forma

B() = 2u0 = 0, C() = —2?)0 = 0.5,
Bl = 2’LL1 = —0.5, Cl = —2?)1 p— O

f(t) = [Boe™ cos(wt) + Coe™ sin(wt) + Bite™" cos(wt) + Cite™” sin(wt)] d_1(¢)

= [0.5sin(t) — 0.5t cos(t)] 6—1(¢).

37
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Caso 3: F'(s) propria ma non strettamente

N(s)  bps"+---+bis+ by
D(s)  aps"+---+ais+ ag

Vale:
N(s) = K'D(s) + R(s),

dove K’ = 2—2 e il quozientg(scalare) eR(s) € il resto(polinomio di gradan’ < n).

Puo dunque porsi:

N(s) _ K'D(s) + R(s) K R(s)

Fe) =50 D(s) D(s)

=K'+ F'(s),

dove F'(s) € strettamente propria e puo antitrasformarsi con le regole gia viste.

Antitrasformando:

LHF(s)] =LK+ L7 [F'(s)] = K'6(t) + ['(1).
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Esempio:Si consideri la funzione razionale

N(s)  s*+5s+3
D(s) 25246544

conm = n = 2. Per eseguire la divisione &V (s) per D(s) costruiamo la tabella

F(s) =

1 5 3|2 6 4

-1 -3 =2
0 2 1

1
2

da cui si ricava chéV (s) = K'D(s) + R(s) conK’ = 1 e R(s) = 2s + 1.

Dunque la funzione puo essere posta nella forma

by R(s) , 1 25+ 1 1 ¥ §
F(s) = =K' + F = — = — — .
)= T D) LR A v Sy Rl Bl e s Rl prasy
da cui antitrasformando si ottiene
1 1

f(t) = 5(S(t) +5 (—e " +3e72") 6_1(1).

39
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Caso 4: F'(s) con elementi di ritardo

Sia F'(s) una funzione che puo essere scritta come
F(s) = Fi(s)e™ ™" 4+ Fy(s)e™"2 + - + Fy(s)e™*'»

doveF;(s) € una funzione razionale proprigle> 0 (peri = 1,...,p).
Detto f;(t) = L~ [F;(s)], peri = 1,...,p, vale:

F6) =L F(s)] = filt =T0) + fo(t = T2) + -+ + fp(t = Tp).

2 1 —s 1 —3s

Esempio:Si consideri la funzioné'(s) = — + —e °——e . Detto
S S S
1|2 1|1
po = 2] =2a, po =27 [ S| =50, 50 =-p0 = -t
vale anche

fit) =L F(s)] = fi(t) + fa(t = 1) + fs(t — 3)

= 25_1(t) + (t — 1)5_1(t — 1) — (t — 3)5_1(t — 3).




