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Serie di Taylor e di Laurent. Residui

3.1 Successioni e serie di numeri complessi

Una successione {¢;, }nen di numeri complessi ¢ un’applicazione di N in C. Diremo
che la successione {c, }nen ha limite £ € C se per ogni € > 0 esiste un numero
ne € N tale che per ogni n > n. si ha |¢, — | < €. In simboli

nler;Ocn:K = Ve >0,3dn. e N: Vn>n.sihale, — ¢ <ce¢.
Geometricamente, questo significa che per valori di n sufficientemente grandi i
punti ¢,, sono arbitrariamente vicini al limite £. Non e difficile verificare che il limite,
se esiste, e unico. Quando il limite esiste, diremo che la successione converge a
Z; in tutti gli altri casi diremo che la successione non converge.
Come per i limiti di funzioni di variabile complessa, vale un risultato analogo
ai Teoremi 1.4 e 1.6.

Teorema 3.1 Supponiamo che ¢, = ay, +ib, e { = lre +il;,,. Allora

lim a,, = lyre

a) lim ¢, =/¢ = n?oo
nlggo bn = Llim -
b) lim ¢, =/ = lim |e, — €] =0.
n—oo n—oo
c) lim ¢, =/ = lim |e,| = |¢].

Dimostrazione. a) Supponiamo dapprima che lim ¢, = £. Per definizione, per
n—oo

ogni € > 0, esiste n. € N tale che
Yn > ne = lan — Lre +i(by, — Lip)| < €.

Ma, |an 7£T’€| < |CLn »fre +Z(bn 7£’Lm)‘ e |bn 7£’Lm| S |CLn *Kre +Z(bn 7£zm)| .
Conseguentemente, per ogni n > n., risulta
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|an — Lre] < & e b, — L] < €3
cioe
lim a, ={re e lim b, ={;, . (3.1)
n—oo n—oo

Viceversa, se vale la (3.1), per ogni € > 0, esistono n1, ny € N tali che
€

Yn>ny = |anp —Llrel < 5

€
e Vn>ny = \bn—ﬁim|<§.
Pertanto, se n. = max(nj, ng), si ha
Vn>n. = |an —Llre +i(bn — Lip,)| < lan — Lre| + [bp = Liy| < €

ovvero
Yn>n. = lc,—{|<e

e dunque lim ¢, = /.

n—oo

b) Si osservi che, direttamente dalla definizione, si ha

lim z,=¢ < lim(z,—¢) =0 < lim |z, —¢ =0.

n—oo n—o0

c) Il risultato segue immediatamente osservando che ||c,| = [¢|| < |, — ¢|. O

Osserviamo che nel punto ¢) non vale, in generale, I'implicazione inversa. Si
peunsi, ad esempio, alla successione ¢,, = (—1)". Risulta |c,| = 1 e quindi la succes-
sione dei moduli {|c,|} converge a 1, mentre la successione di partenza {c,} non
converge.

Esempio 3.2 Studiamo il comportamento della successione geometrica ¢, = 2",
al variare di z € C.
Per z = 1, la successione converge a 1.
Per |z| < 1, utilizzando il punto b) del teorema precedente, risulta
lim |z|"=0 < lim [2"[=0 < lim 2" =0;
n—oo n—oo n—oo
dunque anche in questo caso la successione converge.
Sia ora |z| > 1. Poiché
lim [z|* = lim |2"| = +o0,
n—oo n—oo
la successione z™ non pud convergere, altrimenti si contraddirebbe il punto ¢) del
teorema precedente.
E possibile dimostrare, ma non € immediato, che la successione non converge
neppure per |z| = 1 e z # 1. Riassumendo

1, z=1,

lim 2" =<0, |z <1,
n—oo . . D
non converge, altrimenti.
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Come nel caso reale, la somma di infiniti numeri complessi (studio della convergen-
za di una serie) si definisce a partire dalle successioni. Pit precisamente, sia {c, }
una successione di numeri complessi. Consideriamo la successione delle ridotte o
somme parziali {s,} definita, per ogni n > 0, come

n

S0 =¢Co, Sn:E Ck =8p_1+¢Cp, n=>1.
k=0

o0
Diremo che la serie E ¢, converge a s € C se lim s, = s. In tutti gli altri casi
n—oo
n=0

diremo che la serie non converge. Il numero s, se esiste, ¢ detto somma della serie.
Dal Teorema 3.1 si ottiene il seguente risultato.

Teorema 3.3 Supponiamo che ¢, = an + ib, e s = spe + i8;,,. Allora la serie

oo (oo} oo
E ¢, converge a s se e solo se le serie g a, € E by convergono a sre € 8,
n=0 ) n=0 n=0
rispettivamente. O

Si osservi inoltre che il termine generale ¢, di una serie convergente tende
necessariamente a 0, in quanto tendono a 0 sia la sua parte reale a, sia quella
immaginaria b,. In particolare, la successione {c,} ¢ limitata, ossia esiste una
costante M > 0 tale che |¢,| < M, per ogni n.

oo
Esempio 3.4 Consideriamo la serie geometrica Z 2", al variare di z € C. Se

n=0
z = 1, sappiamo che la serie non converge. Sia ora z # 1, scriviamo

1 — zntl
S7L:1+Z+22+"'+Zn:7
1—2
e utilizziamo I’Esempio 3.2 per concludere che
! 1
limsn: 1‘27 |Z|< ’

n—oo . .
non converge , altrimenti .

. . 1
In conclusione, la serie converge e la sua somma vale 1 solo se |z] < 1. o
—z

o0
Come per le serie a valori reali, diremo che la serie E ¢, converge assoluta-

n=0
oo

mente se converge la serie g |cn | La convergenza assoluta implica la convergenza

n=0
e si ha
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[eS) &S]
> cn| €D lenl-
n=0 n=0

o0
Si osservi che la serie E |cn| € una serie a termini reali positivi e quindi ad essa

n=0
si possono applicare tutti i criteri studiati nei corsi di base di matematica.

(o] -n -n
) ) 1
Esempio 3.5 Verifichiamo che la serie Z — converge. Infatti, —’ = —ela
— n! n! n!
o —
serie Z — converge (si applichi, ad esempio, il Criterio del rapporto). Dunque la
n!
n=0
serie data converge assolutamente. O

3.1.1 Serie di potenze

Particolarmente importanti per lo studio delle funzioni di variabile complessa sono
le serie di potenze. Una serie di potenze ha la forma

o0

Z an(z — 2z0)"

n=0

con {a,} successione di numeri complessi, detti coefficienti della serie e zp € C
detto centro della serie. Le definizioni e i risultati che seguono sono riferiti a
serie con centro l'origine; ci si riconduce al caso generale mediante la sostituzione
w = z — zg. Si osservi che una serie di potenze converge sempre almeno nel suo
centro zg.

Il primo esempio di serie di potenze e la serie geometrica considerata nell’E-
sempio 3.4. Ricordiamo che

- 1
Zz”zl se |z] <1
n=0 A

e la serie non converge per |z| > 1.

Vedremo che il comportamento di tale serie e tipico: infatti, proveremo che ogni
serie di potenze converge allinterno di un cerchio e non converge al suo esterno
eccetto nei casi limite in cui si ha convergenza solo nel centro della serie oppure
per ogni valore di z. Piu precisamente, vale il seguente risultato dovuto a Abel.

oo
Teorema 3.6 Per ogni serie di potenze g anz” esiste un numero R, con 0 <

n=0
R < 400, detto raggio di convergenza con le sequenti proprieta:

a) se R=0, la serie converge solo per z = 0;
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b) se R >0, la serie converge assolutamente per ogni z con |z| < R; se 0 < p < R,
la serie converge uniformemente nel cerchio {|z| < p};

¢) se R = +o0, la serie converge assolutamente per ogni z € C e uniformemente
in ogni cerchio {|z| < p} con p > 0.

Per dimostrare il teorema, premettiamo un risultato tecnico.

o0
Lemma 3.7 Sia data la serie Z anz™.

n=0

a) Se esiste z1 # 0 in cui la serie converge, allora la serie converge assolutamente
per ogni z con |z| < |z1].
b) Se esiste zo # 0 in cui la serie non converge, allora la serie non converge per
ogni z con |z| > |za|.
oo
Dimostrazione. a) Poiché la serie Zanz{’ converge, il suo termine generale
n=0
anzy tende a 0 per n — oo e dunque la successione {|a,z}|} ¢ limitata. Quindi
esiste una costante M > 0 tale che |a,z]"| < M, per ogni n. Sia ora z # 0 tale che
|z| < |z1]; risulta

lanz"| = |an27|

z n z n
7’ < M)» .
21 21

(oo}
. z " . N . . z
La serie E ‘— converge 1In quanto € una serie geometrica con ‘—’ < 1; per-
z z
— A 1
tanto, applicando il Criterio del confronto valido per serie numeriche reali, la serie
oo

E an,z" converge assolutamente.

n=0
b) Se la serie convergesse in z con |z| > |z2|, allora per la prima parte del lemma,
dovrebbe convergere anche in z,, contrariamente all’ipotesi. m]

Il lemma appena dimostrato ci permette di definire il raggio di convergenza
oo

della serie E anz" come l'estremo superiore dei moduli dei punti in cui la serie
n=0
converge
o0
R = sup{|#| : E anz" converge} . (3.2)

n=0

Torniamo ora alla dimostrazione del Teorema 3.6.

Dimostrazione. (del Teorema 3.6)

a) B immediata dalla definizione di raggio di convergenza (3.2).

b) Sia z con |z| < R. Dalla (3.2), esiste z; con |z| < |z1] < R in cui la serie
converge. Per il punto a) del Lemma 3.7, la serie converge assolutamente in z.
Sia ora p tale che 0 < p < R. Per quanto & stato appena dimostrato, la serie
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o

converge assolutamente nel punto z = p, cio¢ la serie E |an|p™ converge. Allora

n=0

se |z| < p, si ha |a,2"| < |ay|p™. Per il Criterio di Weiertrass, la serie converge
uniformemente in {|z| < p}.
¢) La dimostrazione & analoga a quella relativa al punto b). a

Si noti che il teorema non fornisce alcuna indicazione sulla convergenza della

serie nei punti della circonferenza {|z| = R}.

(o0]

Esempi 3.8 a) Per quanto visto in precedenza, al serie geometrica Zz” ha

n=0
oo
raggio di convergenza R = 1, cosi come la serie Z nz™. Infatti, applicando il
n=0
Criterio del rapporto alla serie dei moduli, si ha
. (n+ 1)zt
lim (n+ DIz = |z|.
R

Dunque la serie converge per ogni z con |z| < 1; inoltre non converge se |z| > 1
in quanto il termine generale non tende a 0.
o0 Zn
Consideriamo la serie E —- Fissato z € C, studiamone la convergenza
n!
n=0
assoluta applicando ancora il Criterio del rapporto alla serie numerica cosi

ottenuta

i N S ]

- = =0<1.
n—oo (n+ 1)! [27|" n—ocom+1

Dunque la serie converge per ogni z € C e il suo raggio di convergenza R vale
+00. Vedremo pit avanti che la sua somma ¢ la funzione analitica f(z) = e*
(si veda I’Esempio 3.15).

X _n
Consideriamo la serie E — - Come sopra, fissato z € C, applichiamo il Criterio
n
n=1
della radice alla serie dei moduli

2"
lim |/ —- =|[2].

n—oo n

Pertanto la serie converge se |z| < 1; non converge se |z| > 1 in quanto il
termine generale non tende a 0; il raggio di convergenza vale quindi 1. Per

studiare il comportamento della serie sulla circonferenza {|z| = 1}, osserviamo
oo

che la serie dei moduli si riduce alla serie armonica generalizzata E — che
n

n=1
converge. In definitiva, la serie converge assolutamente (e uniformemente) in

{lzl <1}
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(o)
d) Non ¢ difficile verificare che la serie Z n!z" converge solo per z = 0. O

n=1

Per determinare il raggio di convergenza di una serie di potenze senza ricorrere
allo studio diretto della serie stessa, € possibile utilizzare i cosiddetti criteri del
rapporto e della radice. Non riporteremo le dimostrazioni di tali teoremi in quanto
sono del tutto analoghe a quelle gia viste nei precedenti corsi di matematica validi

o0

per le serie di potenze reali Z anx” con coefficienti a,, € R e variabile « € R.

n=0

o0

Teorema 3.9 (Criterio del rapporto) Sia Z a, 2" una serie di potenze e sia
n=0

an 7 0 per ogni n; se esiste

An+1
Gp

lim =/

allora il raggio di convergenza R é dato da
0 se l = +o0,
R={ 7 se0<<too, (3:3)
+oo sel=0.

o0
Teorema 3.10 (Criterio della radice) Sia Zanz" una serie di potenze e

n=0
supponiamo che esista
lim {/|a,| = 2.
n—oo
Allora il raggio di convergenza R ¢é dato dalla (3.3). ]

o0
n!
Esempi 3.11 a) Calcoliamo il raggio di convergenza della serie E —nz”. Uti-
n
n=1
lizziamo il Criterio del rapporto:

n nq —1
, (n+1)! n" . n . 1 —1
1 _— = 1 — 1 1 _ .
nlm Dl nlm 1 nlm +n =e

quindi R =e.
o0

b) Sia Z n"z". Applicando il Criterio della radice si ha
n=1

lim Vn™ = lim n = +o0;

n—oo n—oo

pertanto R = 0. O
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Il nostro interesse verso le serie di potenze deriva dal loro comportamento come
o0

n

funzioni. Come abbiamo gia detto, una serie di potenze E anz", con raggio di

n=0
convergenza R # 0, converge per |z| < R e quindi ivi definisce una funzione f(z).

Mostreremo che f & analitica in tale disco. L’idea & dimostrare che la derivazione
termine a termine e legittima. Iniziamo con il seguente risultato tecnico.

Lemma 3.12 Le due serie di potenze

oo o
E anz" e E na,z" 1
n=0 n=0

hanno lo stesso raggio di convergenza.

oo
Dimostrazione. Verifichiamo dapprima che se E a, 2" converge assolutamente

n=0

oo
in |z| < R (R # 0), allora anche la serie Z na,z"" ' ivi converge assolutamente.

n=0

Fissato z con 0 < |z| < R e scelto p tale che |z| < p < R, si ha

n
_ n |z
|na,z" | = m (%) lanp™].

o0 n
La serie Z n <|Z|> converge (si ricordi ’Esempio 3.8 a) e che |z| < p), dunque
p
n=0

n n
lim n (M) = 0 e pertanto esiste una costante M > 0 tale che n <M> <M,
per ogni n. In definitiva,
b M
|na'nzn 1| S m|afnpn|

oo

e, per il Criterio del confronto per serie numeriche, la serie E nanz""1 converge

n=0
assolutamente.
o0
Viceversa, se la serie E napz""1 converge assolutamente in |z| < R, per ogni
n=0
z # 0, risulta
1 _
|anzn‘ < _‘nanzn 1|
||
(o)
e dunque anche la serie g anz" converge assolutamente in |z| < R. m|

n=0
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o
Teorema 3.13 Una serie di potenze Z an, 2", con raggio di convergenza R > 0,

n—
rappresenta una funzione f(z) analitica nel disco {|z| < R}.

Dimostrazione. Per |z| < R, scriviamo

f(z)= Z anz" = sp(2) + 1rn(2)
n=0
dove . -
sn(z) = Zakzk, rn(z) = Z apz®
k=0 k=n-+1
e

n—oo

g(z) = Znanz”_l = lim s/(2).
n=1

Dobbiamo verificare che f/(zg) = g(z0) per ogni zo con |zg| < R. Siano z e p tali
che |z|,|2z0] < p < R; possiamo scrivere

POl g = (b)) o) =)+
Z—20 S

T (M) | (3.4)

Z— 20
. - - k=2 | k—1y o
Inoltre, ricordando che zF — 28 = (2 — 20) (22 + 28220 + -+ 220 2+ 20 1), si
ha

mn(2) — rn(20) _ 1 i ™ (Zk B Zk)
Z— 20 Z— 20 S y
o0
= Z ar (P4 2 b 2R ).
k=n+1

Usando la disuguaglianza triangolare e la condizione |z|,|z9| < p, risulta

_ - —2 -1
[P 4 2F 2 2 R A T

< [+ el F ol o -+ fellz0f* 7 4 f2ofF Tt < Rt

e quindi
rn(2) =15 (20)
zZ— 20

S k1
< D klawlpt Tt

k=n-+1

Quest’ultima espressione ¢ il resto di una serie convergente e tende a 0 per n — oco.
Pertanto, fissato € > 0, possiamo trovare ng € N tale che, per ogni n > ng,

rn(2) — rn(20)
zZ— 20

<<
3
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Inoltre, poiché lim s'(z) = g(zo), esiste n; € N tale che, per ogni n > ny,

€
|s7,(z0) — g(z0)| < 3

Sia n > ng,n1; per definizione di derivata, esiste 6 > 0 tale che 0 < |z — 29| < 0
implica

Sn(z) - Sn(zo) , £
p—— st (z0)| < 3"
In definitiva, tornando alla (3.4), si ha
f(Z) _f(ZO) _g(zo)‘ <€
Z— 20

quando 0 < |z — 2| < 4. Abbiamo dimostrato che f’(z() esiste ed & uguale a g(zo).
Poiché il ragionamento puo essere ripetuto, abbiamo in realta dimostrato che

F2) = a0+ ars + agst £ -
f'(2) = a1 + 2a9z + 3azz* + - --

(n+1)!
TS +

(n+2)!

f(z) =nla, +

In particolare, a,, = e la serie di potenze ha la forma

n!

f(z) = Zanz" = Z fnn—('o)z" (3.5)
n=0 n=0 ’

3.2 Serie di Taylor

La serie (3.5) altro non & che il familiare sviluppo di Maclaurin, ma lo abbiamo
ricavato nell’ipotesi che f(z) abbia uno sviluppo in serie. Sappiamo che, se esiste,
lo sviluppo ¢ unico; la proprieta fondamentale, ovvero che ogni funzione analitica
in un punto zp ammette uno sviluppo in serie di Taylor centrato in zy € dimostrata
nel seguente risultato.

Teorema 3.14 (Sviluppo in serie di Taylor) Sia f analitica in un dominio
2. Fissato zg € 2, sia By,(20) un intorno di zy contenuto in §2. Allora per ogni
z € By, (20), si ha
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Figura 3.1. 72727727277222777

2) — = f(n)(zo) 2 — 20\
£( ;—n! (z — 20) 50

= f(20) + f'(20)(z — 20) + %f”(zo)(z —20)%+---

(ovvero la serie di potenze converge a f(z) se |z — zo| < 19).

Dimostrazione. Sia z € B,,(2p); poniamo |z — zo| = r < 1. Sia ry tale che
r <11 < 7o esia s un qualunque punto sulla circonferenza C di centro zj e raggio
r1, cosl |s — zo| = r1 (si veda la Figura 3.1).

Poiché f & analitica in {|z — z9| < r1}, per la formula integrale di Cauchy

(2.32), si ha
1
f(z)=— & ds.
27t Jo, S — 2
Ma
I 1 1 1
s—z (s—z)—(2—2) s—207_2=%"
S— 20
ricordando che n
1 _ n—1 q
—— =14+qg+---+gq + —,
I—gq L—gq
. Z—20 ;.
I’espressione precedente con ¢ = diventa
S — 20
1 1 z—z z—20\"7" z—20\" 1
= 1+ °+~~+< 0) +( °> —
§—z S — 2 S — 2o S — 2 S — 2o 1— 0
S — 20
Allora
fls) _ f(s) f(s)
s—z_s—zo+(s—zo)2(z )t
f(S) n—1 f(S) n.,
(S—Zo)n (Z ZO) + (S—Z)(S—Zo)n(z ZO) 3
integriamo ora su C e dividiamo per 27, ottenendo
1 f(s) 1 (s) z— 20 / f(s)
= —— d — — d d ..
1) 2711 Jo, 8 — % T om cy 85— 20 ot 21 Jo, (5 —20)? st

(z — 20)" ! f(s) (z—20)" f(s)
+ 27i /01 (s — 2z9)™ ds+ 27i /C1 (s —2)(s — 2z0)" ds-

Ricordando la (2.33), si ha
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f(n—l)(ZO)
(n—1)!

’I“n<Z): (Z_Zo)n/c f(s) ds .

2mi L (s —=2)(s—2)"

Per stimare r,(z), sia M = max |f(s)| e si osservi che
seCy

f(2) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + -+ + (2= 20)" T+ ralz) (3.7

con

|s—z|=|s—20— (2 —20)| = |s— 20| = |2 — 20| =71 — 7

allora, usando la (2.26), si ha

n n
|7‘n(z)\§T M2mry _ Mr (7") .

%(rl—r)r{I T —T E

r
Poiché — < 1, abbiamo lim 7,(z) = 0. Cosi per ogni punto z € By, (), il limite
T n—oo

per n — oo della somma dei primi n termini a secondo membro nella (3.7) & f(z)
e questo conclude la dimostrazione. O

Si noti che lo sviluppo (3.6) vale nel piu grande disco aperto centrato in zg e
contenuto in (2. Il raggio di convergenza della serie di Taylor € cosi almeno uguale
alla distanza di zg dalla frontiera di 2. Naturalmente, come abbiamo visto nel
Teorema 3.13, ogni serie di potenze convergente coincide con il proprio sviluppo
di Taylor.

Come nel caso reale, se zg = 0 parleremo di serie o di sviluppo di Maclaurin.

Esempi 3.15 a) Counsideriamo la solita serie geometrica

= 1
n
B ——U 1 . .
Z z | |z] < (3.8)
n=0
La funzione f(z) = 1 ¢ analitica in |z] < 1, il suo sviluppo di Maclaurin &
. —z
Z 2", da cui si ricava inoltre f(™(0) = n!.
n=0

b) Sia f(z) = e* e zp = 0. Ricordando che tutte le sue derivate coincidono con e*,
abbiamo f() (0) = 1 per ogni n > 0. Pertanto, lo sviluppo in serie di Maclaurin

della funzione &
z
7 = E ) (3.9)

e, come abbiamo gid visto nell’Esempio 3.8 b), il raggio di convergenza di tale
serie ¢ R = +00; quindi I'uguaglianza vale per ogni z € C.
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¢) Procedendo come nel punto precedente, si ha che le funzioni trigonometri-
che sin z e cos z e le funzioni iperboliche sinh z e cosh z ammettono i seguenti
sviluppi di Maclaurin con raggio di convergenza R = +o00:

[e%S) [eS)
Z2n+1 22n+1

L IV h s — e
sin z T;( ) @n s 1 sinh z nz::o @n 1 1)

i o i m (3.10)
cosz=» (=1)" coshz = —

o (2n)! o (2n)!

3.3 Serie di Laurent

In molte applicazioni si incontrano funzioni che non sono analitiche in qualche
punto o in qualche sottoinsieme del piano complesso. Di conseguenza esse non
ammettono sviluppi in serie di Taylor nell’intorno di tali punti. Ciononostante e
possibile costruire rappresentazioni in serie di potenze, centrate in un punto di non
analiticita zp, contenenti potenze sia positive sia negative di (z — zg). In effetti, la
decomposizione in serie di Laurent permette di rappresentare una funzione anali-
tica in un anello {r1 < |z — 29| < r2} (con 0 < 71 < r3) come la somma di una
funzione analitica nell’anello e di una analitica all’esterno. Vale infatti il seguente
teorema.

Teorema 3.16 Sia f analitica nell’anello 2 = {z € C:r1 < |z — 29| < r2} con
20 € C e0<ry <ry. Allora per ogni z € (2, si ha

+o0
f(Z) = Z Cn(z - ZO)n (311)
dove
! L ds (3.12)

"7 270 Jo (s — z0)n L

e C' ¢é il cammino, percorso in senso antiorario, il cui sostegno é la circonferenza
{s€C:|s—z|=r}conr <r<rs.

Dimostrazione. Fissato z € {2 e posto |z — zg| = r, sia t > 0 tale che r1 <t <
r < rg e indichiamo con Cj il cammino, percorso in senso antiorario, il cui sostegno
¢ la circonferenza {|z — zo| = t}. Allora, ricordando I’Osservazione 2.40, la formula
integrale di Cauchy diventa

L[ f(s) 1 f(s)

ds — — [ 5L gs. 3.13
omi Jos—z 2mifo,s—2 (3:13)

f(z) =

Come nella dimostrazione del Teorema 3.14, nel primo integrale scriviamo
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) _ S 1)

s—z s—zy (s—z0

s s
CErn A P e U
Per il secondo integrale della (3.13), notiamo che
1 1 ! 1
s—z (2—20)—(s—2) z2—-2,_5-%
z— 2o
e otteniamo l'identita
s 1 s 1
_sf(—)z B f(S)z—zo + (s ic(zo))_1 (z — 29)? ot
o) (s
(s —2z0) "t (2 — 2)" (z—s) (z—z20)""
Poiché le funzioni f(s)/(s—2)**! con k = —n, ..., n sono analitiche nella regione

{t < |z — 20| < r}, lintegrale sul cammino C coincide con quello sul cammino C.
Tornando alla (3.13), si ha

n

F(2)= Y enlz = 20)" +7u(2) + 4a(2)

k=—n
con ¢k, k = —n,...,n, dati dalla formula (3.12) e

G o)
n(2) ) /C(s—z d

2mi )(s — zo)™

dn(2) ! /C (5=20)"f(5) ;o

- 2mi(z — zo)" z—s

La dimostrazione del fatto che r,,(z) — 0 quando n — +oo & identica a quella vista
nel Teorema 3.14. Analogamente, per stimare ¢, (z), sia M = max |f(s)], allora
seCy

[z—s|=lz—z0—(s—20)| > |z—20| —|s— 20| =7 —¢
€ n
gn(2)] < 1 ¢"M2mt Mt [t
z = - .
i T 2mrm r—t r—t\r
Poiché t < r, lim ¢,(z) =0 e il teorema ¢ dimostrato. O

n—oo

La serie (3.11) & detta serie di Laurent. Si osservi che se f € analitica in {|z —
zo| < ra} eccetto che nel punto zg, il raggio 71 pud essere scelto arbitrariamente
piccolo e lo sviluppo vale per 0 < |z — zg| < r2. Se f € analitica in tutto il disco
{|z — 20| < ra}, per n+ 1 < 0 anche la funzione f(z)/(z — 2z9)"*! lo &. Dunque
tutti i coefficienti ¢, con n intero negativo sono nulli e lo sviluppo si riduce allo
sviluppo di Taylor. Infine, non ¢ difficile verificare che la serie di Laurent converge
uniformemente in ogni sottoanello {t < |z — zg| <7} con ry <t <r < ro.
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1
Esempi 3.17 a) Consideriamo la funzione f(z) = —————— e cerchiamo lo

(z—1)(z-2)

sviluppo di Laurent centrato in zy = 0 valido nelle regioni

A={z:|z| <1}, B={z:1<|z| <2}, C={z:|z| >2}.
Osserviamo che ) )
1z) = -2 z-1
e utilizziamo lo sviluppo della serie geometrica (3.8). Se consideriamo z € A,
risulta
1 1 1 I =2 = . = 1
= —-— = —— —_— n — 1 _— n
J@ =7 pti= 2§2n+7§'z Z‘?)( 2n+1)2

e la funzione, analitica in A, ammette uno sviluppo in serie di Maclaurin con
_ 1

Cp = 1-— onFls n 2 0.

Sia ora z € B, si ha

1 1 1 1 1 z 1ex 1

R e PR e YEA P OL Ta-P B
- n+1 n
n:O2 n:lz

quindi la funzione ha uno sviluppo in serie di Laurent con coefficienti

Cp = _2n+1 L 2 0

—1 n<O0.

Infine, se z € C, avremo

1 1 1 1 122" 11
USRS T E i e vEAD D) D
(e’ —1
:2(2 _l)zn-f—l = Z <2n+11)z .
n=0 n=—oo

La funzione ha dunque un o sviluppo in serie di Laurent valido per z € C, con
c,L:ﬁ—lpern<0€cn20pern20.
4

e
b) Sia f(2) = —;. Per trovare lo sviluppo in |z| > 0, centrato in zg = 0, utilizziamo
la (3.9), ottenendo
o0

]‘z 1 X _n . n—2 n
=g =5 =2 = X

n=0 n=—2
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con
71 >
n>
Cn = (n”+2)! -
0 n<—2.
z—1
Sia f(z) = e individuiamone lo sviluppo di Laurent centrato in zg = 1

valido nella regione |z — 1| < 1. Consideriamo la sostituzione w = z — 1 e la
funzione g(z) = % Allora a zg = 1 corrisponde wg = 0 e possiamo scrivere

o) =5 = = D) = Y1) =)
n=0 n=0
Pertanto
f(2)=(z=1g(z) =Y (-D)"(z= )" =Y (=1)" ' (z - 1)"
n=0 n=1

e lo sviluppo ¢ in realta uno sviluppo in serie di Taylor.
Se consideriamo ora la regione {|z — 1| > 1} e procediamo come sopra, avremo

1 1 1 1 1 = (=1)"
L Z()

9(2) = w+1:61+1/w26 wn

n=0

e dunque

1) = “Mae) = X2 A0

{(—1)" n<0
Cp =
0 >0.

con

3.4 Singolarita isolate

Sia f una funzione analitica in zg, allora esiste un intorno B, (zy) all’interno del
quale f puo essere rappresentata dalla sua serie di Taylor

+oo
f(z)chn(z—zo)", |z — 20| <10 -
n=0

Se zp € uno zero di f, allora ¢y = 0; se, inoltre,

F(z0) = fz0) == f"D(n)=0 e f(z)#0,
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allora zg ¢ detto zero di ordine m e

+oo
fz)=(z—2z20)™ Z Cnam(z—20)" = (z2—20)"g(2), |z—20| <70, Cm #0.

n=0

Si osservi che g(zg) # 0 ed essendo la funzione g continua in zg, ne segue che &
non nulla in tutto un intorno di zy. Vale quindi il seguente risultato.

Teorema 3.18 Sia f analitica in un punto zy che € uno zero per f. Allora esiste
un intorno di zg in cui zg € l'unico zero di f a meno che f non sia identicamente
nulla. Ossia, gli zeri di una funzione analitica (non nulla) sono isolati.

Definizione 3.19 Un punto zy € C é detto singolarita isolata per f se esiste
un intorno di zo in cui f & analitica eccetto il punto zg.

Pertanto se zgp € C ¢ una singolarita isolata per f, esiste r > 0 tale che f e
analitica in 2 = {z € C: 0 < |z — 29| < r}. Dunque, per ogni z € {2, f puo essere
rappresentata dalla serie di Laurent

C_9 C_1

f(z):"'+(Z_Zo)g+Z_ZO+Co+01(2—zo)+C2(Z—Zo)2+--~

La parte di serie contenente le potenze negative di z— zy € detta parte principale
di f in zg. Utilizzeremo la parte principale per classificare il tipo di singolarita
isolata di f in zp.

Definizione 3.20 Se la parte principale di f in zg, singolarita isolata per f, con-
tiene almeno un termine non nullo ma il numero di tali termini & finito, zg si dice
polo per f. Piu precisamente, se esiste un intero non nullo m tale che ¢_., #0 e
Com—1=C_m_o=---=0, ossia

f— Cim Cim+1 DY 071 _ DR
f(Z) = (Z—Zo)m + (Z—Zo)m_l + bis Z— 20 +Co+61(z Z())‘f’

il polo si dice di ordine m. In particolare, se m = 1, parleremo di polo semplice
e se m = 2 di polo doppio.

Ragionando come nel caso di uno zero, possiamo scrivere

1

N n (2)
f(z):m;c_m+n(z—zo) :(zgizo)m’ |z — 20| <7, cep #0

dove g € una funzione analitica e non nulla in un intorno di zg.

Definizione 3.21 Se la parte principale di f in zy contiene un numero infinito
di termini, allora il punto zg & detto punto di singolarita essenziale.
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Esempi 3.22 i) Counsideriamo la funzione f(z) = zsinh z e scriviamone la serie
di Maclaurin

s s 14
f(z):z;m:z +§z +...
Dunque zp = 0 ¢ uno zero per f di ordine 2.
ii) Sia f(z) = Z_Z% Lo sviluppo di Laurent di f centrato in zg = 0 ha la
forma
o 2n+1 o0 2n+1
fe) = % ( - nZ_g(—l)"ﬁ) aED N e

> Z2n71 1 1
= S e iy v BT
D Tt T L
n=1

Dunque zg = 0 & uno zero per f (singolarita apparente) di ordine 1.
e‘ITZ
iii) Consideriamo f(z) = —- in 2o = 0. Risulta
z

£(2) liﬂ'”z" 1+7r+7r +7‘r +7T n
z)=— —=—=+4+ =4+ —+ =+ —2z+...
23 = nl 23 22 2z 31 4]
e quindi zg = 0 & un polo per f di ordine 3.
Il risultato si poteva anche ottenere direttamente dall’espressione di f, senza

9(2)

ricorrere agli sviluppi di Laurent, osservando che f(z) = =
z

con g(z) = €™,
analitica e non nulla in zg = 0.
iv) Sia f(z) =cos 1. In 2y =0, si ha

o (=D)"
flz) = ;W

Cosi zg = 0 & una singolarita essenziale per f.

3.5 Residui e loro calcolo

Definizione 3.23 Sia 2y una singolarita isolata per f e sia r > 0 tale che

+oo

f(z) = Z en(z —20)", 0<|z—2| <.

n=-—oo

Allora il coefficiente c_y € detto residuo di f in zy e indicato con c—1 = Res(z0).
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Figura 3.2. 77777727277222777

Ricordiamo che

Rep(z0) = c—1 = L/Cf(z) dz

21

dove C' & un cammino chiuso il cui sostegno, ad esempio, coincide con la circonfe-
renza {z € C: |z — zo| = r}.

Teorema 3.24 (dei residui) Sia C' un cammino chiuso e semplice all’interno
del quale e sul quale una funzione f e analitica eccetto che per un numero finito
di punti singolari z1, 22, - .., 2z, appartenenti all’interno di C. Allora

/ f(z)dz= ZWiZRef(zk).
¢ k=1

Dimostrazione. Sia {2 I'interno di C; poiché z1,zs,...,2, € {2, € possibile tro-

vare n intorni By, (zj) disgiunti a due a due e interamente contenuti in {2. Siano

Ci,...,Cy, 1 cammini i cul sostegni sono le circonferenze {z € 2 : |z — z| =

rp} = 0B, (z;) (si veda la Figura 3.2). La frontiera del dominio con bordo
n

20 =02\ U B, (z1) ¢ il sostegno di un cammino Cy al quale possiamo applicare
k=1
il Teorema 2.32 e ottenere

f(z)dz=0.
Co
Ma
0= f(z)dz:/f(z)dz—z f(z)dz
Co c Paritie)s
= / f(z)dz = Rep(zk)

¢ k=1

e dunque il teorema ¢ dimostrato. O

Osservazione 3.25 Si noti che il teorema dei residui permette di trasformare un
integrale lungo un cammino generico in una somma di integrali lungo circonferenze.
O

Esempi 3.26 i) Si voglia calcolare

z
—d
f=
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dove C ¢ il cammino il cui sostegno ¢ la circonferenza {z € C : |z| = 3}. Poiché
f(z) = %5 ¢ analitica in 2 = interno di C tranne che nei punti 2; = 1 e

zo = —1, per il Teorema dei residui, risulta
z
/ e = 2mi (Reg (1) + Reg(z2) -
c R°— 1
Ma
z _ 1/2 1/2

22—1 2z—-1 2z+1
e dunque Res(21) = Res(z2) = 1. In conclusione, Iintegrale vale 27i.
ii) Si voglia calcolare
/ eV*dz
c

dove C & il cammino il cui sostegno & la frontiera del quadrato [—1, 1] x [-1,1].
La funzione f(z) = e!/# ¢ analitica in tutto C tranne Porigine; pertanto

/ el/* dz = 21iRes (0) .
c

Poiché
= 1 1 1
— o 1 — _— o -
1) T;) nlzn + z X 222 *
risulta ¢; = Rey(0) = 1; dunque 'integrale cercato vale 27 . O

3.5.1 Calcolo dei residui
Poli semplici

Sia zg un polo semplice per f, allora

f(z) =

per cui risulta

z
+Co+61(2—2’0)+"': g() R O<|Z—Zo|<’/’
zZ— 20 zZ— 20

C_1

Ref(z0) = -1 = g(20)
o, anche, osservando che g(z) = (z — 20) f(2),

Reg(20) = zli_)HZlO(Z —20)f(2).
. . n(z) o
Pilt in generale, sia f(z) = ) con n(zp) # 0 e zp zero di ordine 1 per d(z),
ossia d(zp) = 0 ma d’'(zp) # 0. Allora si ha
~ n(zo)
RerGo) = )
Infatti
i n(z) , (z — 20) n(zo)
= — _— = 1 R =
Rep(z0) = lim (z =70) 5o3 = im0 "@) = T0)
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Poli multipli

Sia zg un polo di ordine m per f, allora

C_m Com+1 (] 9(2)
) = (z —20)™ " (z = z0)™! +M+Z—Zo totalz-mn)t = (z—z)"
con
g(z)=cemtceemii(z—20)+ - +e1(z—20)™ + -+
Si ha

1 1 dm—l
- = m-1 — i — s \m

3.6 Esercizi

1. Determinare I'insieme di convergenza delle seguenti serie di funzioni:

> prg > prg e
a) Z ) b) Z 3 c) Zon!z”
n=

n=0 n=1

2. Verificare che:

1 © om—1
a) m:z%m per0<\z|<4
n=
sinz? 1 22 0 10

)T m gty ot iAo

3. Calcolare lo sviluppo di Taylor di:
a) f(z)=2° 322 +42-2 inzg =2
b) f(z) = ze** inzy=-1
¢) f(z) = (2% +1)cos 323 inz=0

4. Calcolare lo sviluppo di Laurent in zy = 0 delle seguenti funzioni nelle regioni

indicate:

a) f(z)zji in 2] < 1ein |2] > 1
b) f(z) = ‘702322 in |z >0

c) f(z):;;z—ji) in|zl]<3ein |z] >3
Q) f(z) = 2 inlz—1] <2

(=13
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5. Verificare che zy = 0 é una singolarita essenziale per f(z) = cosh —.
z

6. Classificare le singolarita di

cos z cosh z

-2 D

7. Determinare le singolarita e calcolare i residui delle seguenti funzioni:

Py _ a2z
W) 1) = oo b) f5) =11
) f(z) =z cos D) 1) = 575

8. Calcolare:

b) /Cel/zzdz C={lz| =1}

52 —2
o) /Cmdz C =]zl =3}

32342
d) /Cmd C = {|z— 2| = 2} oppwre C = {|z| = 4}

3.6.1 Soluzioni

1. Insiemi di convergenza:

a) C; b) {lz] < 1}; ) {0}.

3. Sviluppi di Taylor:
a) f(z)=2+4(z—2)+3(z—2)2+ (2 — 2)%;

_ oo
2 n

b) J(z) = e+ S 3 PRy

1+ 2% - 926~928+§212+ 812147

2 2 4! 41

) f(z)

4. Sviluppi di Laurent:

8) f(z)=1-232"in {]z| <1};e f(z):1+2zzn%in{|z\>1};
n=0 n=0
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> 92n ,4n—5
b) f(z)= Z(—l)nw ;

n= 0

n 2n+2 n n
c) —622 9n+1 in{|]z| < 3};e f(z —622 in {|z| > 3};
3”+1 1, = M e 1
d) f(z) = Z g1 % S€ |z| <1 mentre f(z)= 72 il Z i1 5€
n=0 n=0

n=0
|zl >1lel|z—1| < 2.

6. z = 0 polo del terzo ordine; 2 = +7 poli semplici; z = £754 sono punti di
singolarita eliminabili.

7. Singolarita e residui:

3
a) Rey(0) = =55 Rep(2) =35 5 b) Res(0) = =3 5
1 3. 1
¢) Ref(O)_—i, d) R@f(il)——i.
8. Integrali:
271, ' ' 23
a) —— b) 0 ; c) 10mi; d)ymi e —2r° +Em.

e



